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 Γραμμικοί Μετασχηματισμοί

Μετασχηματισμοί

         .    Έστω Α και Β δύο αυθαίρετα και μη μηδενικά σύνολα Υποθέτοντας ότι σε

         ,   κάθε στοιχείο του Α ανατίθεται ένα μοναδικό στοιχείο του Β τότε η

, f,         συλλογή τέτοιων στοιχείων ονομάζεται μετασχηματισμός από το Α στο

:Β

f:A→B

    Το σύνολο Α ονομάζεται  σύνολο μετασχηματισμού    ενώ το Β  σύνολο

στόχων.         f   aΓια το μοναδικό στοιχείο του Β που η αναθέτει στο ∈A, 

 f(a)    f  a.γράφουμε και το διαβάζουμε του

:         Παρατήρηση Ο όρος συνάρτηση χρησιμοποιείται ως συνώνυμο της λέξης

.μετασχηματισμός
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Μετασχηματισμοί

   f:AΈστω ένας μετασχηματισμός →B.  '    Αν Α είναι ένα οποιοδήποτε

  ,   f( ')       'υποσύνολο του Α τότε το Α συμβολίζει το σύνολο των εικόνων του Α . 

  '        fΚαι αν Β ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του Β τότε ο -1(B')   δηλώνει όλα

           '.εκείνα τα στοιχεία του Α των οποίων η εικόνα βρίσκεται στο Β

  f(A')   '   fΟνομάζουμε το εικόνα του Α και το -1(B')    '.  αντίστροψη εικόνα του Β Το

f(A)   είναι το  σύνολο τιμών.
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Μετασχηματισμοί

       A x B  Σε κάθε τέτοιο μετασχηματισμό αντιστοιχεί το υποσύνολο που

  {(a,f(a)):aορίζεται ως ∈A}.     Ονομάζουμε το σύνολο αυτό   fγράφο του .  Δύο

 f:Aμετασχηματισμοί →B  g:Aκαι →B      f(a)=g(a) ορίζονται να είναι ίσοι αν ∀ a∈

A      .εάν έχουν δλδ τον ίδιο γράφο

   |Μερικές φορές το →        χρησιμοποιείται για να συμβολίσει την εικόνα ενός

  αυθαιρέτου στοιχείου x∈A     f:Aυπο ένα μετασχηματισμό →B : x|γράφοντας

→f(x) δλδ
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Μετασχηματισμοί

=>  f:RΈστω →R         η συνάρτηση η οποία αναθέτει στον κάθε πραγματικό

 x    xαριθμό το τετράγωνο του 2.    :Μπορούμε να γράψουμε

f(x)=x2  ή x|→x2

   -3   9  f(-3)=9.  Η εικόνα του είναι το δλδ Όμως  f-1(9)={3,-3}   f(R)=[0,επίσης η ∞) 

= {x: x≥0}     f.είναι η εικόνα του

=>  A={a,b,c,d}  B={x,y,z,t}.    Έστω και Τότε ένας μετασχηματισμός f:A→B  είναι

 f(a)=x, f(b)=y, f(c)=z, f(d)=t  f={(a,x),(b,y),(c,z),(d,t)}ο ή



   

 Γραμμικοί Μετασχηματισμοί

Μετασχηματισμοί

=>  Έστω V  .     R, p(t)=3tο διαν χώρος των πολυωνύμων στο 2-5t+2

(i)      D:VΗ παράγωγος ορίζει έναν μετασχηματισμό →V,  D(f)=df/dt.  όπου Δλδ

D(p)=d(3t2-5t+2)/dt=6t-5

(ii)  ,    0  1,   Το ολοκλήρωμα για παράδειγμα από ως ορίζει έναν

 J:Vμετασχηματισμό →R. Δλδ
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 Μετασχηματισμοί Πίνακες

     mxn  K.     Έστω Α ένας οποιοσδήποτε πίνακας στο Τότε ο Α προσδιορίζει

  F(A):Kέναν μετασχηματισμό m→Kn   Fαπό την A(u)=Au    όπου τα διανύσματα

Km,Kn   .γράφονται ως στήλες

=>    Για παράδειγμα αν

 τότε
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 Σύνθεση Μετασχηματισμών

   f:AΘεωρούμε δύο μετασχηματισμούς →B   g:Bκαι →C :ως

 aΔλδ ∈A, f(a)∈B  g(f(a))και ∈C

   f,g    gΗ σύνθεση των που συμβολίζεται με °f  αντιστοιχεί στο

(g°f)(a)=g(f(a))

 Έστω f:A→B, g:B→C  h:Cκαι →D.  hΤότε °(g°f)=(h°g)°f.

 aΈστω ∈A  (τότε h°(g°f))(a)=h((g°f)(a))=h(g(f(a)))  και

                             ((h°g)°f)(a)=(h°g)(f(a))=h(g(f(a)))
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 - -   Μετασχηματισμοί Ένα προς Ένα και Επί

=>   f:AΈνας μετασχηματισμός →B   1-1    ονομάζεται όταν διαφορετικά σημεία

 A     B.του έχουν διαφορετικές εικόνες στο

 aΕάν ≠a'   f(a)τότε και ≠f(a')   f(a)ή Εάν =f(a')   aτότε και =a' 

=>   f:AΈνας μετασχηματισμός →B        ονομάζεται Επί όταν κάθε στοιχείο του

    .Βαποτελεί εικόνα στοιχείου του Α

=>   f:AΈνας μετασχηματισμός →B   1-1     ονομάζεται αντιστοιχεία μεταξύ των Α

     1-1  και Β εάν είναι τατυτόχρονα και επί
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 - -   Μετασχηματισμοί Ένα προς Ένα και Επί

 f:RΈστω →R, g:R→R, h:R→R   f(x)=2ορίζονται ως x, g(x)=x3-x  h(x)=xκαι 2 

---  f  1-1 (        f)η είναι κάθε οριζόντια γραμμή περιέχει ένα σημείο της

---  g   (         η είναι επί κάθε οριζόντια γραμμή περιέχει τουλάχιστο ένα σημείο της

g)

---  h   1-1   :  +2   -2    4, η δεν είναι ούτε επί γιατί το και το αντιστοιχούν στο ίδιο

  hενώ το -1(-16)  .δεν ορίζεται
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   Ταυτοτικοί και Αντίστροφοι Μετασχηματισμοί

=>  f:AΈστω →A     f(a)=a,     που ορίζεται από την μια συνάρτηση που αναθέτει

       1κάθε στοιχείο στον εαυτό του και συμβολίζεται
Α
  1ώστε

Α
(a)=a.

=>  f:AΈστω →B   g:Bονομάζουμε τον →A    f αντίστροφο μετασχηματισμό του

  fκαι γράφουμε -1,  εάν

(f°g)=1
Β
  (gκαι °f)=1

Α
 

   f         1-1  Τονίζεται ότι ο έχει αντίστροφο αν και μόνο αν είναι μία αντιστοιχεία

   ,    f  1-1  .   του Α και Β δλδ αν ο είναι και επί Επιπλέον για

b∈B, f-1(b)=a   a        f(a)=b.και το μοναδικό στοιχείο του Α για το οποίο
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  ( )Γραμμικοί Μετασχηματισμοί Απεικονίσεις

=>  V  U        .  Έστω και οι διανυσματικοί χώροι πάνω στο ίδιο πεδίο Κ Ένας

 F:μετασχηματισμός UV  καλείται    γραμμικός μετασχηματισμός  ή  γραμμική

 απεικόνιση      .αν ικανοποιεί τις παρακάτω δύο συνθήκες

          Με άλλα λόγια είναι γραμμικός μετασχηματισμός αν διατηρεί τις δυο

    .βασικές πράξεις ενός διανυσματικού χώρου

 k=0, F(0)=0 Για και
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  ( )Γραμμικοί Μετασχηματισμοί Απεικονίσεις
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  ( )Γραμμικοί Μετασχηματισμοί Απεικονίσεις
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