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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε 

άδειες χρήσης Creative Commons



Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα 

πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα Ιονίου 

Πανεπιστημίου» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη 

αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 

Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 

συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 

(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 

πόρους.
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 Διανυσματικοί Χώροι

Υποχώροι

 V        K,   W  Έστω ένας διανυσματικός χώρος πάνω σε ένα πεδίο και έστω ένα

  V.   W     V     υποσύνολο του Τότε το είναι ένας υποχώρος του έαν είναι και το

      K      ίδιο διανυσματικός χώρος πάνω στο πεδίο ως προς τις πράξεις της

    / .πρόσθεσης και του βαθμωτού πολ μού

:                     W   .   Γενικά Για τότε το θα είναι διαν Υποχώρος



   

 Διανυσματικοί Χώροι

Υποχώροι

 V        K    Έστω ένας διανυσματικός χώρος πάνω σε ένα πεδίο τότε περιέχει δύο

 ) {0},  ) {V}.    υποχώρους α και β Αυτοί είναι οι τετριμένοι   V.υποχώροι του

: Παράδειγμα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

Υποχώροι

 V        K    Έστω ένας διανυσματικός χώρος πάνω σε ένα πεδίο τότε περιέχει δύο

 ) {0},  ) {V}.    υποχώρους α και β Αυτοί είναι οι τετριμένοι   V.υποχώροι του

: Παράδειγμα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

Υποχώροι

    :Το προηγούμενο παράδειγμα συνοψίζεται στο

     V     V.Η τομή οποιονδήποτε υποχώρων του είναι επίσης υποχώρος του



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

                                                     .   Έστω διανύσματα και ο γρ συνδυασμός τους

    .   :Η συλλογή όλων των γρ Συνδυασμών συμβολίζεται ως

           Επομένως το άθροισμά τους και το βαθμωτό γινόμενο ανήκει επίσης στο

span,   span     V.άρα το είναι ένας υποχώρος του



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

  S     .  V, Εαν το είναι ένα υποσύνολο του διαν Χώρου τότε

->  span{S}     V    S.Το είναι ένας υποχώρος του που περιέχει το

->   W     V    S,  span{S}Εάν το είναι ένας υποχώρος του που περιέχει το τότε ⊆W.

,  span{S}   Δλδ ο είναι ο  μικρότερος   V    S.υποχώρος του που περιέχει το



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

  S     .  V, Εαν το είναι ένα υποσύνολο του διαν Χώρου τότε

->  span{S}     V    S.Το είναι ένας υποχώρος του που περιέχει το

->   W     V    S,  span{S}Εάν το είναι ένας υποχώρος του που περιέχει το τότε ⊆W.



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

 =[aij]    mxn     K.  Έστω Α ένας αυθαίρετος πίνακας πάνω σε ένα πεδίο Οι

   R1=a11, a12,..,a1n, R2=a21,a22,...,a2n,Rm=am1,am2,...,amnγραμμές του Α

      Kμπορούν να θεωρηθούν ως διανύσματα στον n    άρα παράγουν ένα

  Kυποχώρο του n.    Ο υποχώρος ονομάζεται   χώρος γραμμών  και

 rowspan(A) (row space). :συμβολίζεται Δλδ

rowsp(A)=span(R1,R2,...,Rm) 

     ,    colsp(A),  Ανάλογα ισχύουν και για τις στήλες οπότε προκύπτει ο και

: colsp(A)=rowsp(Aισχύει T)



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

    A~B. ;Για δύο γραμμοισοδύναμους πίνακες Πότε

    Έστω ο Β προκύπτει από

)   Ri kai Rjα αμοιβαία ανταλλαγή

)   Ri  kRiβ Αντικατάσταση της με

)    Rj  kRjγ Αντικατάσταση της με

              Τότε η κάθε γραμμή του Β είναι και γραμμή του Α ή ένας γραμμικός

    .  rawsp(B) συνδυασμός των γραμμών του Α Άρα ∈ rawsp(A).

       ,   Εφαρμόζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό θα πάρουμε τον Α οπότε

rawsp(A) ∈ rawsp(B).    A, B     . Κατά συνέπεια οι έχουν τον ίδιο χώρο γραμμών

    :Έτσι προκύπτει το παρακάτω θεώρημα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα

●        .Οι Γραμμοισοδύναμοι πίνακες έχουν τον ίδιο χώρο γραμμών

●  A=[aij], B[bij]       Έστω δυο γραμμοισοδύναμοι και κλιμακωτοί πίνακες με

  a1j1, a2j2,...arjr  a1k1, a2k2,...asks,      οδηγούς τα και τότε οι δύο πίνακες έχουν

       r=s,     τον ίδιο αριθμό μη μηδενικών γραμμών ή και οι οδηγοί τους

   .βρίσκονται στις ίδιες θέσεις

●  A, B       .  Έστω δύο κανονικοί ως προς τις γραμμές πίνακες Τότε

rawsp(A)=rawsp(B)          .αν και μόνο αν έχουν τις ίδιες μη μηδενικές γραμμές



   

 Διανυσματικοί Χώροι

  –      Γραμμικές Επεκτάσεις Ο Χώρος Γραμμών ενός πίνακα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

  v1,v2,...vn  V      Τα διανύσματα του είναι γραμμικώς εξαρτημένα αν υπάρχουν

 a1, a2, ...a3  , αριθμοί του Κ   0ΟΧΙ ΟΛΟΙ ,   για τους οποίους

a1v1+a2v2+...+anvn=0

      . .Διαφορετικά λέμε ότι τα διανύσματα είναι γρ Ανεξάρτητα

1)  v1=0     . , ?έστω τότε τα παραπάνω είναι γρ Εξαρτημένα γιατί

2)  vκάθε ≠0  .   kv=0  είναι γρ ανεξάρτητο γιατί με v≠0 ⇒ =0κ

3)  v1=kv2 (  k     1)   .   . Έστω το μπορεί να είναι και τότε τα διαν είναι γρ

 : v1=kv2εξαρτημένα γιατί ⇒v1-kv2+0v3+...+0vn=0 (    v1 ο συντελεστής του

 είναι ≠0).

4)    .          δύο διανύσματα είναι γρ εξαρτημένα αν και μόνο αν το ένα απο αυτα

 /   .είναι πολ σιο του άλλου



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

  v1,v2,...vn  V      Τα διανύσματα του είναι γραμμικώς εξαρτημένα αν υπάρχουν

 a1, a2, ...a3  , αριθμοί του Κ   0ΟΧΙ ΟΛΟΙ ,   για τους οποίους

a1v1+a2v2+...+anvn=0

      . .Διαφορετικά λέμε ότι τα διανύσματα είναι γρ Ανεξάρτητα

5)    {v1,v2,...vn}   ,   Αν το σύνολο είναι γραμμικά ανεξάρτητο τότε και

          οποιαδήποτε αναδιάταξη του θα οδηγήσει σε ένα σύνολο γραμμικά

.ανεξάρτητο

6)    , S,       αν ένα σύνολο διανυσμάτων είναι γραμμικά ανεξάρτητο τότε και κάθε

    . .    S   υποσύνολο του είναι επίσης γρ ανεξάρτητο Αλλιώς αν το περιέχει ένα

  ,    S   .γραμμικά εξαρτημένο υποσύνολο τότε και το είναι γραμμικά εξαρτημένο



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

: Παράδειγμα

1) (1,1,0), (1,3,2)  (4,9,5).και

2) (1,2,3), (2,5,7)  (1,3,5)και

3) '         R->R.  Εστω ο διανυσματικός χώρος των συναρτήσεων από το Θα

    f(t)=sin t, g(t)=e^t, h(t)=t^2   δείξουμε ότι οι συναρτήσεις είναι γραμμικά

. (hint: t=0, , /2)ανεξάρτητες π π



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

   RΓραμμική Εξάρτηση στον 3

1)           Δύο διανύσματα είναι γραμμικά εξαρτημένα αν και μόνο αν βρίσκονται

          ( . )στην ίδια ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων αρ σχήμα

2)           Τρία διανύσματα είναι γραμμικά εξαρτημένα αν και μόνο αν βρίσκονται

          ( . )στο ίδιο επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων δεξ σχήμα



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

    Γραμμική Εξάρτηση και Γραμμικοί συνδυασμοί

  v1, v2, v3, ...,vn        Τα διανύσματα είναι γραμμικά εξαρτημένα αν και μόνο αν

       .ένα από αυτά είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων

   vi Για παράδειγμα το

vi=a1v1+a2v2+...+anvn

  -vi    προσθέτοντας το και στα δύο μέλη

0=-vi+a1v1+a2v2+...+anvn

 -1με ≠0,   . . ,    οπότε είναι γραμ εξαρτημένα Αντίστροφα έστω ότι είναι

 , γραμμικών εξαρτημένα δλδ

b1v1+b2v2+...+bnvn=0  bjκαι ≠0⇒

vj=(-b1/bj)v1+(-b2/bj)v2+...+(-bn/bj)vn



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

    Γραμμική Εξάρτηση και Γραμμικοί συνδυασμοί

b1v1+b2v2+...+bnvn=0  bjκαι ≠0⇒

vj=(-b1/bj)v1+(-b2/bj)v2+...+(-bn/bj)vn

  vj     .δλδ το είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων

  2   -  v1, v2,...,vn   Υποθέτοντας ότι ή περισσότερα μη μηδενικά είναι γραμμικά

,         εξαρτημένα τότε ένα από διανύσματα είναι ένας γραμμικός συνδυασμός

 .των υπολοίπων



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

    Γραμμική Εξάρτηση και Κλιμακωτοί Πίνακες

   :Για τον κλιμακωτό πίνακα

    R2,R3,R4      παρατηρούμε ότι οι γραμμές έχουν μηδενικά στη δεύτερη στήλη

      R1.     και κάτω από τον οδηγό της Αυτό σημαίνει ότι οποιοσδήποτε

   R2,R3,R4       γραμμικός συνδυασμός των θα έχει μηδενικά στην δεύτερη στήλη

  R1         R2,R3,R4. ΑΡΑ η δεν μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός συνδυασμός των

   . Όμοια και οι υπόλοιπες



   

 Διανυσματικοί Χώροι

 -Γραμμική Εξάρτηση Ανεξαρτησία

    Γραμμική Εξάρτηση και Κλιμακωτοί Πίνακες

   :Για τον κλιμακωτό πίνακα

           Άρα είναι γραμμικά ανεξάρτητες γιατί καμία δεν μπορεί να παραχθεί από

 τις άλλες

           Οι μη μηδενικές γραμμές ενός πίνακα σε κλιμακωτή μορφή είναι γραμμικά

.ανεξάρτητες



Τέλος Ενότητας
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