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  Άλγεβρα των Πινάκων

 Αντιστρέψιμοι Πίνακες

 2 x 2Πίνακας

Β=[ d /∣A∣ −b/∣A∣
−c/∣A∣ a/∣A∣ ]

(i)      ανταλλάσσουμε τα δύο στοιχεία της διαγωνίου

(ii)      παίρνουμε τους αρνητικούς των άλλων σημείων

(iii)       1/|A|Διαιρούμε το κάθε στοιχείο με το

 | |=ad-bc    | |Θέτοντας Α και υποθέτοντας ότι Α ≠0   ισχύει ότι

x1=d/|A|, x2=-b/|A|, x3=-c/|A|, x4=a/|A|, οπότε



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

 Αντιστρέψιμοι Πίνακες

     Ένας τετραγωνικός πίνακας Α λέγεται αντιστρέψιμος    εάν υπάρχει ένας

   πίνακας Β τέτοιος ώστε

= =ΑΒ ΒΑ Ι

    Ο πίνακας Β είναι μοναδικός :  δλδ έστω ΑΒ1=Β1 =   Α Ι και ΑΒ2=Β2 =   Α Ι τότε

Β2=Β2 =Ι Β2(ΑΒ1)=(Β2 )Α Β1=ΙΒ1=Β1

    Ο πίνακας Β καλείται    αντίστροφος του Α    και συμβολίζεται ως Β-1. 

    ,        Παρατηρήστε την συμμετρία της σχέσης δλδ ο Β είναι αντίστροφος του Α

      .και ο Α είναι αντίστροφος του Β



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

 Αντιστρέψιμοι Πίνακες

:       ( . )  = =Παράδειγμα Για τους πίνακες Α και Β βλ Παρακάτω νδο ΑΒ ΒΑ Ι

A=[2 5
1 3] , Β=[ 3 −5

−1 2 ]
              Αν οι πίνακες Α και Β είναι αντιστρέψιμοι τότε και ο ΑΒ είναι

  ( )αντιστρέψιμος και ΑΒ -1 = Β-1Α-1. 

( )(ΑΒ Β-1Α-1)= [ (Α Β Β-1Α-1)]= [(Α ΒΒ-1)Α-1]= [Α ΙΑ-1]=ΑΑ-1=Ι

(Β-1Α-1)( )= [(ΑΒ Β-1Α-1) ] =[Α Β Β-1(Α-1 )] =[Α Β Β-1 ] =Ι Β Β-1 =Β Ι

   Γενικότερα αν οι Α1, Α2, ..., Ακ
       πίνακες είναι αντιστρέψιμοι τότε και ο

      (πίνακας γινόμενό τους είναι αντιστρέψιμος και Α1 Α2 ...Ακ
)-1=Α

κ
-1...Α2

-1 Α1
-1.



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι τετραγωνικών πινάκων

   D=[dΈνας τετραγωνικός πίνακας ij]  είναι διαγώνιος     όταν όλες οι μη

    , :διαγώνιες καταχωρίσεις του είναι μηδέν δλδ

,  A=[aΕπίσης ο ij]  είναι  άνω τριγωνικός       όταν όλα τα στοιχεία του που

    ( )   0, βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι δλδ



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι τετραγωνικών πινάκων

 Έστω A=[aij]  B=[bκαι ij]D=[dij]  n x n   . :είναι τριγωνικοί άνω πίνακες Τότε

1) A+B, kA, AB      (aείναι επίσης τριγωνικοί με διαγωνίους 11+b11, ..., ann+bnn), 

(ka11,...,kann)  (aκαι 11b11,...,annbnn).

2)    f(x)  f(A)     Για οποιοδήποτε πολυώνυμο ο είναι επίσης τριγωνικός με

 (f(aδιαγώνιο 11), f(a22),...,f(ann))

3) o A           aείναι αντιστρέψιμος εάν και μόνο εάν το κάθε διαγώνιο στοιχείο ii≠0, 

    Aκαι όταν υπάρχει ο -1   .είναι επίσης τριγωνικός



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι τετραγωνικών πινάκων

,   A n x n  Επίσης ο είναι  κάτω τριγωνικός      όταν όλα τα στοιχεία που

    ( )   0, βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι δλδ



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

) α  Συμμετρικοί πίνακες:      Aένας πίνακας είναι συμμετρικός αν T=A. 

,  A=[aΙσοδύναμα ο ij]      (    είναι συμμετρικός αν τα συμμετρικά ως προς τη

)   :διαγωνίο στοιχεία είναι ίσα

  ενώ είναι  αντισυμμετρικός  όταν AT=-A



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

: Παράδειγμα

 A  ,  B     C    ο είναι συμμετρικός ο είναι αντισυμμετρικός και ο δεν είναι τίποτε

   .γιατί δεν είναι τετραγωνικός



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

) β  Ορθογώνιοι πίνακες:      Aένας πίνακας είναι ορθογώνιος αν T=A-1,  δλδ

ATA=AAT=I. Ως    A       εκ τούτου ο θα πρέπει να είναι τετραγωνικός και

.αντιστρέψιμος

:Παράδειγμα

 άρα AT=A-1,   A  .δλδ ο είναι ορθογώνιος



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

  A   3 x 3    Έστω ο πραγματικός ορθογώνιος πίνακας με γραμμές τις

u(u1,u2,u3), v(v1,v2,v3),  w(w1,w2,w3).   A     και Εφόσον ο είναι ορθογώνιος θα

 AAπρέπει T=I, δλδ

 u, v, w       ( )  και μοναδιαία διανύσματα και ανα δύο κάθετα ορθογώνια μεταξύ

.τους



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

  RΣτον χώρο n   u, v, ..., w   τα διανύσματα σχηματίζουν ορθοκανονικό

 ,        σύστημα διανυσμάτων αν είναι μοναδιαία διανύσματα τα οποία είναι

  , :ορθογώνια μεταξύ τους δλδ

                           . με άλλα λόγια

    AAΔείξαμε ότι η συνθήκη T=I      A  συνεπάγεται ότι οι γραμμές του σχηματίζουν

 .   Aορθοκανονικό σύστημα Από την TA=I      A συνεπάγεται ότι οι στήλες του

  .σχηματίζουν ορθοκανονικό σύστημα



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

    Ειδικοί τύποι πραγματικών τετραγωνικών πινάκων

) γ  Κανονικοί πίνακες:        ένας πίνακας είναι κανονικός αν αντιμετατίθεται με

  ,  τον ανάστροφό του δλδ ATA=AAT.    A  , Γενικά αν ο είναι συμμετρικός

,  ,    . ορθογώνιος ή αντισυμμετρικός τότε είναι και κανονικός



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

 Μιγαδικοί Πίνακες

 A    ,     Έστω ένας μιγαδικός πίνακας ένας πίνακας με μιγαδικές

.  καταχωρήσεις Υπενθυμίζεται ότι

     A,           Ο συζυγής ενός μιγαδικού πίνακα γράφεται και προκύπτει αν για

    A    .κάθε μιγαδική καταχώριση του πάρουμε τη συζηγή της

         Οι πράξεις της αναστροφής και της συζηγίας αντιμετατίθενται για

   A,       A οποιοδήποτε μιγαδικό πίνακα και για το συζηγή ανάστροφο του

    Aχρησιμοποιείται ο ειδικός συμβολισμός H. :Δλδ



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι μιγαδικών πινάκων

 A    .     A (  A  Έστω ένας μιγαδικός πίνακας Η σχέση μεταξύ του για τετραγωνικό

)   Aπίνακα και του H      .οδηγεί σε μερικά σημαντικά είδη πινάκων

) α   -Ερμιτιανός ή αντι Ερμιτιανός: AH=A  Aή H=-A

 A=[aΟ ij]           είναι Ερμιτιανός αν και μόνο αν τα συμμετρικά στοιχεία είναι

,                                   συζηγή δλδ ενώ τα στοιχεία της διαγωνίου θα πρέπει να

 . ,     ,     είναι πραγματικά Όμοια αν ο Α είναι αντισυμμετρικός τότε τα στοιχεία

    . της διαγωνίου θα είναι μηδέν



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι μιγαδικών πινάκων

)β  Μοναδιαίος:    Aαν ισχύει HA=AHA= ,  Ι δλδ  AH=A-1

  A        συνεπώς ο θα πρέπει να είναι οπωσδήποτε τετραγωνικός και

.      A   αντιστρέψιμος Σημειώνεται ότι ένας μιγαδικός πίνακας είναι μοναδιαίος

            αν και μόνο αν οι γραμμές του σχηματίζουν ένα ορθοκανονικό σύνολο ως

    .προς το εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων

)γ  Κανονικός:   αν ισχύει AHA=AHA



   

  Άλγεβρα των Πινάκων

   Ειδικοί τύποι μιγαδικών πινάκων

:Παραδείγματα

)α

)β

i)   Aβρείτε τον H, ii)   Bβρείτε τον H     BBκαι καντε την πράξη H,    κάντε την πράξη

CCH   
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